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1. INTRODUCTION 
Nombreux sont les problbmes de geometric donnant lieu a des feuilletages avec certaines 
proprietes geometriques tangentielles ou transversales, voir [I, 5, 7, 10, 12, 191 pour une 
variett d’exemples. Malheureusement, ces feuilletages ne sont generalement pas “definis 
partout”: ils se prbentent generalement comme niveaux d’applications de rang non neces- 
sairement constant. Ceci a rendu l’etude de tels “feuilletages”, isolee de leurs problemes 
gtometriques d’origine, pratiquement difficile. 
Notre but dans cet article est de montrer que certaines conditions sur un feuilletage (en 
fait ici tangentielles) meme s’il n’est pas defini partout pourraient impliquer de fortes 
restrictions. 
Essayons d’abord de formaliser la situation (sans pretendre avoir atteint une termino- 
logie optimale). Soit done V une variete riemannienne (pas necessairement complete). 
Dk$nition 1. On dira dune sous varittt (injectivement immergte) F c V qu’elle est 
relativement complete si toute geodtsique de F est prolongeable dans F tant qu’elle est 
prolongeable (en tant que courbe) dans V. Autrement dit toute suite de Cauchy de F, qui 
diverge dans F, diverge Cgalement dans V. 
D$nition 2. Unfeuilletage local de I/ est un couple (U, 9) oh U est un ouvert de V et 
:F est un feuilletage de U a feuilles relativement completes dans I/. 
L’ouvert U sera appelt le support du feuilletage local. On notera generalement le 
feuilletage local 9 au lieu de (U, 9). 
Par exemple la restriction d’un feuilletage (global) de V a un ouvert invariant determine 
un feuilletage local. 
La thtorie classique des feuilletages (globaux) est beaucoup mieux dtveloppte pour les 
varietts compactes que pour les variites ouvertes. Les feuilletages locaux des varietes 
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compactes, se situent entre les feuilletages (globaux) des varietts compactes et ceux des 
varietes ouvertes. En effet il ne semble pas correct de considerer les feuilletages locaux des 
varittb compactes comme simplement des feuilletages de varietes ouvertes. Pour un ouvert 
U dune varitte I/ compacte, supporter un feuilletage local de I/ est beaucoup plus restrictif 
qu’un simple feuilletage de cet ouvert. Par exemple, en codimension 1, un tel feuilletage local 
“tendrait” a se prolonger en un feuilletage dun compact, pour lequel U serait un ouvert 
sature. La situation devient beaucoup plus rigide en presence de conditions geometriques 
comme on le verra ci-dessous. 
Notons qu’il y a aussi une notion “duale” de celle de feuilletage local, qui est celle de 
lamination [15]. Dans ce cas le support est ferme au lieu d’etre ouvert. C’est done une 
notion, plus faible car le support nest pas necessairement une variete, mais aussi plus forte 
puisque sur un ferme on a de la continuite uniforme, en supposant la variete ambiante 
compacte. 
Dejinition 3. On dira qu’un feuilletage local est geodesique si toutes ses feuilles sont 
(totalement) geodesiques. 
Les feuilletages locaux qui nous interesseront ici seront geodesiques. 11s Ctaient assez 
etudib en courbure positive (voir par exemple [4]). La non globalite dans ce cas ne posait 
aucun probleme, puisque toutes les feuilles sont compactes (car completes). Ici on s’interesse 
au cas oh la courbure est negative. Nos resultats seront (comme la courbure) negatifs, 
c’est-a-dire d’inexistence. Nos feuilletages locaux seront suppostes avoir, essentiellement 
une regularite (locale) Lipschitz. Ceci est assez nature1 (voir [18] pour une application) et 
pratiquement optimal. Ce type de regularitt marque un autre point de divergence ntre le 
present approche et la theorie classique des feuilletages. Enfin notre mtthode ici est 
“dynamique”: 
1. I. Dynamique des feuilletages ghodisiques 
Soit I/ une varitte riemannienne t (T 1 I/, 4) son flot geodesique (4’ est un flot local 
lorsque V n’est pas complete). Soit (V, F) un feuilletage geodesique local de V. 
Pour ttudier sa dynamique, on “dtsingularise” 9 en passant a N = T 1 9 c T 1 I/, qui 
est le fib& sur U des vecteurs unitaires tangents aux feuilles de F. 
Le fait que F soit un feuilletage geodesique local tquivaut a dire que N est une partie 
invariante par 4. Cela veut dire que si x EN, alors 4’(x) EN tant que 4’(x) existe (dans 
T’V). 
Hypothese: A park d’ici, sauf mention explicite du contraire, V est localement symttrique 
et a courbure non-positive. 
Dans [21], on a mene une etude d’ensembles invariants des flots geodesiques des 
varietes consider&es. La morale de cette etude est une rigiditt des ensembles invariants, 
vtrifiant une certaine regularite (essentiellement, une rectifiabilite locale) et une certaine 
recurrence (essentiellement, conservation d’une mesure de Lebesgue). En voici un exemple 
de rbultat: 
TH~OR~ME 1 (Theorbme D de [21]). Supposons V a courbure negative et N c T 1 V une 
partie rectijiable (essentiellement, N est l’image d’une application Lipschitz dejinie sur un 
borne d’une varibtb riemannienne compacte, et done en particulier de mesure de HausdorfSJinie) 
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invariante par lejlot gbodbique. Alors (N, 4) preserve la mesure de Hausdorffet il existe W, 
une sous-varibtt de V (pas nkessairement connexe), fermee, gbodisique et de volumejni telle 
que N soit de mesure de HausdorfS totale dans T 1 W. 
(Le terme sous-variete signifie ici que W est I’image d’une immersion, pas ntcessaire- 
ment injective, d’une certaine variete dans V, autrement dit, W peut avoir du self-intersec- 
tion). 
Essayons d’appliquer ce thtoreme aux feuilletages, i.e. pour N = T ‘F. 11 s’applique 
bien aux feuilletages globaux d’une varitte compacte, ou plus generalement aux feuilletages 
locaux, uniformement Lipschitz de telles varietes. 11 entrainera alors que le feuilletage st 
rtduit a une seule feuille! (Voir la preuve du Theoreme A). 
Cependant pour un feuilletage local, une condition de type uniformtment Lipschitz est 
beaucoup moins naturelle et moins interessante que Localement Lipschitz. Dans ce dernier 
cas T ‘F sera localement rectifiable, mais a priori de mesure de Hausdorff infinite, mCme si 
le volume du support de 9, ou de la varikte ambiante est fini. 
fividemment, le Theo&me 1 ne s’etend pas aux sous-ensembles localement rectifiables 
quelconques. 11 se generalise cependant (voir l’enonce du Thtoreme 2 au tours de la preuve 
du Theoreme A) en supposant, au lieu d’avoir une mesure de Haudsorff finie (auquel cas elle 
sera conservee), qu’il existe une mesure finie invariante, equivalente a la measure de 
Hausdorff. 
L’apport principal de cet article est de montrer que de telles mesures existent bien dans 
le cas des sous-ensembles invariants provenant de feuilletages. Cet article dtcrit en effet 
un phenombne de recurrence pour les feuilletages geodesiques ou plus gtneralement 
“geomttriques”. 
Historique (dans l’ordre chronologique inverse!). La derniere question de recurrence 
ci-dessus, pose pour une sous-variete gtodesique individuelle, au lieu d’un feuilletage, nous 
amene directement a la conjecture de Raghunathan, resolue recemment (1990) par 
M. Ratner (voir [6] pour un rapport sur la question). En effet le Theo&me de Ratner 
entraine l’inexistence de feuilletages gtodtsiques locaux, meme Co. Cependant, il ne 
s’applique qu’aux feuilletages de dimension au moins 2, et tels que la varitte ambiante soit 
complete et de volume fini. Le present article reproduit les resultats de ma these (1985) 
enoncts dans le cas C I, utilisant des techniques trb Clementaires par rapport a celles de 
Ratner. 
2. RlbULTATS 
Le phenomene de recurrence des feuilletages gtodbsiques degagt dans le present article, 
permettant ainsi l’applicabilite des resultats de [21] (essentiellement le Thtoreme D, et aussi 
dans le cas analytique le Theo&me 12.2) donne les resultats qui suivent: 
2.1. Gas air V est li courbure nhgative et de volumefini 
THPORBME A. Soit V une varibtb localement symetrique ii courbure negative et de volume 
jini. Soit 9 un feuilletage gbodbsique local de V, localement Lipschitz (de dimension non 
triviale). Alors pour presque toute feuille de 9, presque toute gbodbsique tangente est 
incomplete. 
Par geodbique incomplete, on veut dire qu’elle explose dans V, c’est-a-dire que si 
u E T 1 V est un vecteur tangent a cette geodtsique alors 4’(u) (# &ant le flot geodbsique) 
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n’est pas defini pour tout t E R. Soit P la completion metrique de V et a I/ = P - I/ le bord 
de I/. Le fait que la geodesique soit incomplete equivaut a dire que la projection de d’(u) 
dans V, appartient a aV pour un certain t (fini). 
Par definition de feuilletage local on a le corollaire suivant: 
THBOR~ME B. Une varibte complete localement symbtrique a courbure negative et de 
volume fini n’admet pas de feuilletage gbodbsique local (de dimension non triviale) qui soit 
localement Lipschitz. 
Preuve (du Thborbme A). Les preuves de la majorite des resultats de ce papier consiste 
a considerer le sous-ensemble invariant N = T ‘9 du flot gtodbique (T ‘V, 4). 11 s’agit 
precidment de voir, via la “rigiditk” de [21], dans quelles mesures un tel ensemble invariant 
pourrait correspondre a un feuilletage local? 
La partie N est a-m-rectifiable pour m = dim V + dim % - 1, au sens qu’elle est reunion 
dtnombrable de parties m-rectifiables. Ceci signifie que chacune de ces parties est image par 
une application Lipschitz d’un borne de [Wm. Ces applications s’obtiennent simplement 
d’une trivialisation locale Lipschitz de N = T ‘9. Elles seront definies sur des parties 
born&s de R”, et ouvertes (ce qu’on n’impose pas dans la definition). Ces applications ont 
de plus dans notre cas des plongements. 
Notons 2 m la mesure de Hausdorff m-dimensionnelle sur T 1 I/. La formule de l’aire 
classique [3], i.e. celle permettant de calculer la mesure de Hausdorff de l’image dune 
application Lipschitz, montre que la restriction de X”’ a chacune des parties preddentes est 
une mesure finie (et non triviale). La mesure 3”’ est done a-finie (et mCme de Radon) sur N. 
On dira que N est a-X”-rectifiable, pour indiquer ce dernier fait, en plus de la 
a-m-rectifiablitt modulo un sous-ensemble X”’ negligeable. 11 en va de m&me pour le 
sous-ensemble No des points de N a &orbites completes, qui est done une partie (complete- 
ment) invariante du flot gtodesique sur T ‘V. 11 est done a-X”-rectifiable, mais peut etre, 
trivialement, au sens qu’il est simplement X”-negligeable. 11 est facile de voir que le 
Theoreme A Cquivaut justement a ce fait: N,, est X”-ntgligeable. 
Supposons le contraire. Remarquons d’abord que la projection de No dans V, ne sera 
alors pas negligeable au sens de la measure de Lebesgue sur V. Ceci dtcoule comme 
precedemment de la formule de l’aire. 
On demontre a la Section 3 (Theorbme H), puisque I/ est de volume fini, que (N,, 4) 
conserve une mesure finie tquivalente g la restriction de 2” a No. On applique maintenant: 
TH~OREME 2 (Theoreme D’ de [21]). Supposons V h courbure negative et NO une partie 
o-.X”‘-rectifiable invariante par leffot gbodbsique. Supposons que (NO, 4) preserve une mesure 
Jinie equivalente a la mesure de Hausdors Alors il existe une suite denombrable Wi de 
sous-varibtbs gbodbiques dans V telle que NO soit de mesure totale dans la reunion des T ’ Wi. 
11 dtcoule de ce qui precede qu’il existe Wi telle que la projection de T ’ Wi dans V, 
c’est-a-dire Wi, soit non-ntgligeable au sens de la mesure de Lebesgue sur V. Ceci entraine 
Cvidemment qu’elle est ouverte dans V, et en particulier: dim Wi = dim V = n. Mais 
dim T ’ Wi = m = n + dim % - 1. 11 en resulte que dim % = n, i.e. 9 est de dimension 
triviale (% est reduit a une seule feuille). q 
La preuve preddente s’adapte aux feuilletages locaux presque partout (au sens de la 
mesure de Lebesgue) differentiables. L’idee est succinctement la suivante. Supposons pour 
simplifier que dim % = 1 et que % est orientable. Le feuilletage (U, %) s’identifie done 
FEUILLETAGES GfiODkSIQUES DES VARItiTlb 809 
a une section X: U + T ‘V. Supposons X presque partout derivable. 11 est connu [3] 
qu’alors, il existe une suite de parties U, c U, dont la reunion U’ est de mesure totale dans 
U et telles que la restriction de X a U, soit Lipschitz. La restriction N’ de T ‘F a U’, sera 
don une partie o-%‘“-rectifiable (voir ci-dessus), invariante par le flot gtodtsique. 
L’invariance signifie ici que pour #” presque tout x E N’, et presque tout t E R, 4% E N’. 
C’est dans ce sens que l’invariance a et& entendue dans [21] et en particulier au theoreme D’ 
de ce papier. La preuve precedente s’adapte bien a notre cas puisqu’en fait le Theoreme 
H sur la conservation du volume s’etend au cas presque partout differentiable (Theorbme I). 
On pourra tgalement abandonner la condition que le “support du feuilletage local soit 
ouvert”. Precisons ici qu’une partie U c V est dite #‘-rectifiable si elle est o-,&‘-rectifiable 
(comme dans la preuve ci-dessus) et de plus de mesure de Hausdorff finie. La propritte de 
conservation de volume (Theoreme H) se generalise aux feuilletages geodbique (au sens de 
V), a support dans une partie Sk-rectifiable (voir 3.4.1 et Theoreme I). La mtme demon- 
stration que celle du Theoreme A donne: 
THBORBME C. Soit V une varietb localement symetrique h courbure negative et U une 
partie Xk-rectifiable de V (par exemple une sowvaribtb C 1 de volume fini). Alors il n’existe 
pas de feuilletage (de dimension non triviale) de U, presque partout differentiable (par exemple 
localement Lipschitz) et telle que toute feuille soit complete, et gtodbsique dans V. 
2.2. Cas ori V est ci courbure n&ative et volume injkie 
Soit F un feuilletage geodesique local de V (qui est localement symetrique t a courbure 
negative comme on l’a supposee ci-dessus). Supposons V complete et pour simplifier et que 
le support de F est connexe. 
Une feuille de B est localement symetrique a courbure negative, si dim F > 2. 11 est 
connu, vu le caractere geodesique de F, que ses feuilles sont localement isometriques entre 
elles [9]. Elles sont done toutes modelees sur un m&me espace symetrique a courbure 
negative F. 
Une feuille F de F est done quotient de F par un sous-groupe I de x1(V). Si I est 
non-trivial et nest pas Clementaire parabolique, il contiendra un element hyperbolique [lS]. 
11 existera done des geodtsiques fern-&es (periodiques) dans F. Par consequent, il n’y a qu’un 
nombre denombrable de telles feuilles puisqu’il y a un nombre denombrable de geodbiques 
fermees dans V. 
Las autres feuilles seront appelees generiques. Elles sont soit simplement connexes, i.e. 
isometriques a F, soit leur groupe fondamental est tlementaire parabolique. Dans tous les 
cas, elles ont la m&me croissance (de volume) que F, i.e. le m&me comportement asymp- 
totique de la fonction volume v:(r) = Vol(BF(x, r)) ou B”(x, r) est la boule de F, de centre 
x et rayon r-. 
On dira que la croissance de V est (strictement) dominee par celle de F si pour un x de V, 
on a: 
lim VN~“(xA) = o 
I-+ 00 VoWF(x, r)) . 
THBOR~XME D. Soit V une varibtb localement symbtrique complete a courbure negative. 
Soit F un feuilletage gbodbsique local de V, de classe C I. Alors la croissance de V ne peut t?tre 
dominee par celle d’une feuille gbnkrique de 9. 
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Le cas hyperbolique “reel” (c’est-a-dire courbure constante = - 1) s’tnonce de fagon 
explicite. Rappelons que la croissance de l’espace hyperbolique reel de dimension d + 1 est 
represent&e par la fonction u(r) = exp dr, i.e. Vol(B”(x, r))/exp dr est borne, quand r -+ cc . 
THI?OR~ME (Corollaire du Theoreme D). Soit ‘v une uariete hyperbolique complete 
& croissance dominte par exp(dr). Alors V n’admet pas de feuilletage geodbsique local de 
dimension d + 1 et de classe C I. 
Preuue (du Theoreme D). On demontre a la Section 4 (Theo&me J) qe sous I’hypothbe 
de l’absurde (du Theo&me D), (T ‘F, 4) est non errant (i.e. tous ses points sont 
non-errants). D’apres ([21, Theo&me D”]), qui est l’analogue du thboreme D’, dans le cas 
non-errant, cela suffit pour en deduire que N correspond a une reunion denombrable de 
sous-varietes gtodtsiques de V. La contradiction est la m&me que celle dans la preuve du 
Theoreme A. 0 
Remarque. On verra a la Section 4 qu’une estimation preliminaire semblable a celles de 
la Section 3, entrainera sous nos hypotheses que le feuilletage 9 est non-errant. Cela veut 
dire qu’il n’y a pas d’ouvert F-sature oti 8 est topologiquement trivial. De la, deduire que 
le flot geodesique de 5 est non-errant n’est pas une evidence. La Section 4.6 contient une 
discussion complementaire sur ce fait dans le cas general. 
2.3. Gas ori V est ci courbure non-positive 
Soit G le groupe d’isometries de P, x0 un point base dans p, K son groupe d’isotropie et 
z: G + G/K = p’, la projection. Soit 9 = p + k la decomposition de Cartan de $9 telle que 
k soit l’algebre de Lie de K. 
Soit H un sous groupe de G, connexe et ferme. Soitfe G et x = rc(f). Les H-orbites de 
x et f sont likes par:n(H.f)=H.rc(f) = H. x = rc(f(f-‘Hf)) =f(~(f-‘Hf)). En 
d’autres termes, l’isometriefenvoie l’orbite du point base x0 parf-’ Hf, sur l’orbite de x 
par H. 
Soit Y?, l’algebre de Lie de H. On montrera dans la Section 5 la: 
PROPOSITION. L’orbite Hxo admet un feuilletage (eventuellement de dimension triviale) 
H-invariant dont les feuilies sont geodbsiques duns P. La feuille de x0 &ant tangente b &‘np 
(aprbs identification de p ti TX0 1’). 
La H-orbite dun point x comme ci-dessus sera munie du feuilletage image parf, du 
feuilletage de l’orbite de x0 determine par le groupe f- ’ HJ 
On voit ainsi que P est partition&e en sous-varietts geodtsiques. Dans l’ouvert oti la 
dimension de ces sous varietts (c’est-a-dire celle de f _ ’ %fnp) est minimale, on a bien un 
feuilletage gtodbique. 
On a ainsi associe a tout sous-groupe H un feuilletage gtodtsique local de P. 11 est 
d’ailleurs analytique. 
fividemment ce feuilletage peut &tre de dimension triviale. Voici deux exemples oti il ne 
l’est pas: 
(1) On prend: G = SL(2, Iw) x SL(2, [w), P = W2 x Wz (W* etant l’espace hyperbolique 
a 2 dimensions) et H = ((9, g), g E SL(2, rW)}, i.e. SL(2, [w) plonge diagonalement. On a dim% 
= 6, dimp = dim P = 4 et dim %? = 3, done dim( f - ’ *fnp) 2 1. On verra dans ce qui 
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suit que la dimension du feuilletage local, c’est-a-dire la dimension minimale de 
(f- ’ Xf)np est en fait Cgale a 1. 
Ce feuilletage, de dimension non triviale n’est pas non plus “gkombtriquement trivial” au 
sens qu’il correspond a un facteur dans la decomposition r = Hz x HI*, comme c’est le cas 
du feuilletage determine par le sous-groupe H = SL(2,[w) x {l}. 
Une description gtomttrique de ce feuilletage s’obtient de la facon suivante. Soit 
(x,y)~ W* x IHI* tel que x et y soient distincts. Soit c(t) la geodesique de U-U* joignant x et 
y:c(O) = x et c(T) = y. Alors la feuille de (x,y) est la gtodtsique (c(t), c(t + T)). On voit en 
particulier que le support de ce feuilletage gtodbique local est W”x HI* - (la diagonale). 
(2) Ici G = SL(n + 1, [w), K = SO(n + 1) et H = SL(n,[W). On a:dimG = (n + l)* - 1, 
dim H = n2 - 1 et dimp = dimG-dimK = $(n + l)(n + 2) - 1. 
On en deduit que dim (f- ‘Hfnp) est au moins de l’ordre de in* (pour tout f). Le 
feuilletage ainsi obtenu est done de dimension non-triviale (pour n grand). 
11 ne peut pas &tre “geometriquement trivial” puisque G est simple ou de facon 
tquivalente puisque l’espace symetrique SL(n + 1, @/SO(n + 1) est irreducible. Remar- 
quons enfin que les feuilles ne sont gentralement pas plates puisque le rang de SL(n + 1, [w) 
est Cgal a n. 
Feuilletages gbodbsiques locaux des variitis de volumejni. Les restrictions des feuillet- 
ages precedents a certains ouverts invariants peuvent determiner des feuilletages locaux de 
varittes de volume fini, c’est-a-dire qu’ils se “projettent bier?‘. 
Considerons par exemple le premier exemple. Prenons xi(V) = I x I c 
SL(2, Iw) x SL(2, [w) oti Hz/r est une surface compacte. La diagonale A est une orbite de H. 
Les H-orbites voisines se projettent done en 3-varietes compactes plongbes dans I’. Elles 
forment ainsi un feuilletage de dimension 3 d’un voisinage U de A. Notre feuilletage 
gtodtsique (de dimension 1) est un sous feuilletage du feuilletage precedent, et se projette 
done bien dans U - A. 
En resume, des feuilletages geodesiques locaux non-triviaux de varietb localement 
symetriques a courbure non-positive existent bien. 
11 est nature1 de se poser maintenant la question d’existence (et classification) de 
feuilletages globaux. 
Les resultats de [21] sur les ensembles invariants des flots geodesiques entrainent qu’en 
general, un feuilletage geodesique local (localement Lipschitz) dune variete de volume fini, 
est essentiellement “reunion” de feuilletages construits comme dans la proposition prece- 
dente. Toute la difficult6 reside ensuite dans le fait que le groupe H en question nest pas 
necessairement partout le meme. 
Disons qu’un feuilletage geodtsique (global) de T/ est trivial si son relevement dans 
v s’obtient a l’aide de facteurs de la decomposition de de Rham de P. 
On demontre a la Section 5 ie: 
TH~~OR~ME F. Supposons P sans facteur plat et V complbte et de volumejini. Alors tout 
feuilletage gbodbsique (global) analytique de V est trivial. En particulier V n’admet pas de 
feuilletage gtodtsique analytique (de dimension non triviale) si elle est localement irrbductible 
(c’est-b-dire que P est irrbductible). 
Gas plat. Ici les chases “se font a la main”. Toutefois une description complete de ces 
feuilletages gbodesiques (locaux ou globaux) est difficile a formuler. Le resultat suivant 
concerne le cas analytique. 
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TH~ZORBME G. Supposons que V est un tore plat de dimension n. Soit (U, 5) un feuilletage 
gtodtsique local analytique de V. Supposons U connexe. Alors, it existe un feuilletage 2 de 
V par tores (fermbs) parallbles entre eux de dimension m (c’estd-dire que dans f, les relevbes 
des feuilles de 9 sont des d-plans a&es parallbles) tel que FX c TX pour tout x de U. On 
a:m < n h moins que toutes les feuilles de 9 soient parallkles entre elles et denses (dans V). 
Remarque. On verra dans la demonstration de ce theoreme qu’un feuilletage geodesique 
local, m&me de classe Co, est “reunion” de feuilletages du type dtcrit dans ce theorbme. On 
donnera par contre un exemple de feuilletage (global) Cm qui n’est pas (globalement) du 
type indique. 
3. CONSERVATION DU VOLUME 
Soit V une variete localement symetrique a courbure non-positive (pas necessairement 
complete). 
Soit F un feuilletage geodesique local, localement Lipschitz. Notons N = T ‘9, le fibre 
sur U de tous les vecteurs de T ‘I/, tangents aux feuilles de 9. Soit (p (ou 4’) le flot 
geodesique sur T 1 V. C’est un groupe a un parametre local puisque V pourrait &tre 
incomplete. Par definition de feuilletage geodesique local, N est invariant par 4. Cela veut 
dire pour tout x EN, si @x existe (dans T 1 V) alors $‘x E N. Soit No l’ensemble des points 
de N oti $‘x est defini pour tout t. Le feuilletage 9 etant localement Lipschitz, N est done 
reunion denombrable de parties m-rectifiables avec m = dim V + dim9 - 1 [21]. Par 
mesure de Lebesgue sur N, on entendra la mesure de Hausdorff m-dimensionnelle. Le flot 
geodesique sur N ou No sera simplement note 4. 
3.1. THBOR~ME H. Supposons V de volume fini et No de mesure de Lebesgue positive. 
Alors (No, 4) conserve une mesure jnie tquivalente h la mesure de Lebesgue. 
Lorsque V est complete on a No = N, don: 
COROLLAIRE. LeJlot gbodisique d’un feuilletage giodksique local d’une varibtb localement 
symhrique k courbure non-positive et de volume fini, conserve une mesure bquivalente h la 
mesure de Lebesgue. 
Remarque. Ce theoreme n’est pas une consequence directe du Theoreme A de [20] sur 
la conservation du volume des ensembles invariants (de volume fini) des systemes 
dynamiques autonomes. 11 n’est pas non plus consequence du Theoreme C de [21]. En effect 
le volume de N pourrait iz priori etre infini meme si celui de V est fini. 11 est cependant vrai 
que l’idee des demonstrations est fondamentalement la meme. 
Avant d’entamer sa preuve, donnons un contre exemple a ce theortme lorsque V est 
localement homogbne mais n’est pas localement symttrique (voir Bgalement 4.6). 
On prend V, le fibre unitaire tangent dune surface compacte S, a courbure constante 
tgale a - 1. Pour 9 on prend le feuilletage horocyclique (le feuilletage stable faible du flot 
geodtsique). 
On a V = T ‘W2/r oti r = nl (S) et W2 est l’espace hyperbolique a 2 dimensions. Le 
fibre unitaire tangent T ‘W2 s’identifie au groupe PSL(5 R) et I g un sous-groupe discret 
cocompact. 
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Soit @ le relevt de 9 dans T ‘RU’. On munit T ‘O-U2 d’une mCtrique telle que la 
projection T ‘I-U2 -+ W2 soit une submersion riemannienne dont l’horizontal est l’espace 
tangent g 9. La mktrique le long des fibres s’obtient en les identifiant g un (mtme) cercle, 
g&e a l’action principale de SO(2). Une telle mCtrique st homogkne, en effet les isomttries 
de W2 se relhvent en isom&ries pour cette m&rique. De plus P gCodCsique au sens de cette 
mttrique car clairement, une holonomie de l’orthogonal, i.e. les fibres, induit une isomCtrie 
entre des feuilles de $. 
La projection identifie isom&triquement toute feuille de # g HI’. L’espace des feuilles de 
,$ s’identifie au cercle g l’infini S”. 
Soit yeSm, @.y s’identifiant i W2, son espace de gttod&siques s’identifie alors B S”x 
S” - A (A = diagonal) L’espace des orbites du flot gkodtsique de T ‘9 s’identifie ainsi 
B(S”xS” - A) x S”. L’ensemble non errant du flot gCodCsique de T ‘F est la projection 
de l’ensemble fi des points non errants de l’action de r sur (S” x S” - A) x S”. 
AFFIRMATION. On a: 
Preuoe. Le fait que fi contient l’ensemble du second membre se dCduit du fait que le flot 
gkodtsique de T ‘S est non-errant (car S est compacte). Pour l’inclusion inverse on utilise 1’. 
AFFIRMATION (folklore). Un sowgroupe discret de PSL(2, R) agit proprement sur 
l’ensemble des triplets de points distincts de S” (i.e. un compact de cet espace coupe un nombre 
jini de ses itbrbs par le sous-groupe). Cl 
On voit ainsi que l’ensemble non-errant du flot gbodbique de T ‘9 s’identifie g deux 
copies de T ‘S, qui est Cvidemment maigre dans T ‘9. En particulier (T ‘9,c$) ne conserve 
pas de mesure Cquivalente $ la mesure de Lebesgue. 
3.2. Cas air dim,_% = 1 
Supposons 9 de dimension un et orientable. Consid&ons un groupe 5 un paramktre 
(local) $’ engendrk par un champ unitaire X tangent g 9. C’est une section localement 
Lipschitz du fib& unitaire tangent 72: T ’ I/ -+ I/. Si 4 est le flot gttodtsique sur T ‘V, alors 
n&X = $‘. 11 en rCsulte que si un point x de U = support (9)) est un point de differenti- 
abilitt: de X, alors x est un point de diffbrentiabilitk de Ic/’ pour tout t. Soit YE T,V. Par 
dkfinition P(t) = D, $‘( Y) est un champ de Jacobi le long de la gCodCsique $‘(x). 
La variM I/ Ctant localement symktrique on peut trouver la forme gCntrale explicite de 
F(t) puisqu’il est solution d’une tquation de la forme 7” = B 7 oii B est une matrice 
symktrique, indkpendante de t, mais dkpendante n g&nCral de X(x) ([20], section 3). 
Quant au Jacobien jx(t) de D,$‘, il se calcule comme le dkterminant de Gramm: 
j,(t) = Jdet (( Pi(t), yj(t)>)ij 
oti les conditions initiales Yi = pi, forment une base orthonorm&e de T,V. Si &, . . . ,ik 
sont les valeurs propres de B, alors j:(t) s’Ccrit comme un polyn6me en exp fi t, 06 on 
convient de prendre exp ,,$ t = t pour Izi = 0.11 suffit pour le voir de rboudre 1’Cquation 
Y” = BY, 
Notons justement B l’algdbre des fonctions de R, engendrCe par les fonctions t, exp ot, 
w &ant un r&e1 quelconque, et d l’ensemble des racines carrks des Clkments positifs de B. 
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La section X identifie U = support % a N. La mesure promise va Ctre simplement, comme 
le confirmera le lemme suivant, l’image par X de la mesure riemannienne sur U. Remar- 
quons qu’elle ne coincide a priori pas avec la mesure de Hausdorff sur N, mais qu’elle lui est 
bien Cquivalente car X est localement Lipschitz. Rappelons pour cela que le theoreme de 
Rademacher dit que X est Lebesgue presque partout differentiable. 
LEMME. Soit II/’ un groupe h un paramttre local de N. Soit p une mesurejnie sur N telle 
que $‘,u = j,(t) p oh jx E d pour p-presque tout x de N. Soit NO l’ensemble des points de N oti 
~9’ x est dhjini pour tout t. Alors Ic/’ conserve la restriction de p h NO. 
(Notons que gtneralement, on considbe des images directes de mesures, par des 
applications mesurables. Ici on ne manipule que des diffeomorphismes, auquel cas, il 
y a equivalence ntre la thtorie covariante et la theorie contravariante). 
Preuve. La seule propriete des elements de d qu’on utilisera pour cette preuve est: 
3.2.1. Un blbment j de d verfie: Si j n’est pas constant alors ou bien 
lim j(t) = co ou bien lim j(t) = co. 
L’fCo I---m 
Soit N1 une partie mesurable de No oti lim,, + oD j,(t) = co. 
Pour a reel soit: A(n,a) = {xe N,/j,(t) 2 a pour tout t 2 n}. 
Pour tout a; on a: N1 c unA (n, a). C’est une reunion croissante. 11 existe done n tel 
que p(A(n, a)) 2 ip(N,). Par definition p(@‘(A(n, a)) 3 a p(A(n, a)) > $a p(N,). Done 
p(N) 2 iap(NI). 11 s’ensuit que p(Nr) = 0 puisque a est arbitraire. 
De cette facon on montre que presque partout dans No, j, est constant. Done 
j, E j,(O) = 1, c’est-a-dire que ICI’ preserve p. cl 
3.3. Cas giwhal: dim % > 1 
Notons comme toujours N = T ‘% et soit p: N + U = support (%) la projection. Soit 
m la mesure de Lebesgue de U. Considerons sur N, la mesure p “image rkciproque” de 
m dtfinie comme suit. Pour F c N: 
p(F) = &“d(Fnp-‘(x))dm(x) 
s u 
oh d = dim% - 1 et Zd est la mesure de Hausdorff correspondante. Remarquons que 
lorsque % est trivial: codim (%) = 0, alors p est la mesure de Liouville sur T 1 V. 
C’est cette mesure p qui ripondra a notre theoreme. 11 suffit pour le montrer d’appliquer 
la proposition suivante et le lemma precedent comme dans le cas dim% = 1. 
PROPOSITION. V hunt une varibtb localement symbtrique b courbure non-positive (pas 
nkcessairement de volumejhi). Si 4’ note lejot gbodbique sur N, alors +‘,u = j, (t) p oti j, E d 
(& hunt d$ini duns 3.2). 
Preuve. Soit x E I/ et u E T 1 I/. On va tout transporter parallelement en x (dans le m&me 
esprit que [20]) le long de la geodesique determinee par u. L’orthogonal dans T, (T 1 V) au 
flot geodesique $ se scinde en: horizontal + vertical = Z 0 V’“. Chacun d’eux s’identifie 
A l’orthogonal E h u dans T, V. 
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Soit (h,u)EX@O M E @ E. Apr&s transport paralkle, D@(h, u) s’identifie A (h(t), 
h’(t)) E E 0 E oti h(t) est solution de Equation de Jacobi h” = Ah avec Ah = R(u, h)u, 
R Ctant le tenseur courbure. De plus h(t) vkrifie les conditions initiales h(O) = h et h’(0) = u. 
Soit E’ = En T ‘%x. Alors l’orthogonal d 4 dans T ‘%x s’identifie B E’ @ E’ c E 0 E. 
AFFIRMATION 1. 04’ conserve E’ 0 E’ ainsi que (E’)’ @ (E’)’ (uprds transport parallkle) 
oit (E’)’ est l’orthogonal dans E h E’. (Remarquons qu’en fait (E’)‘- 0 (E’)’ est prbcisbment 
l’orthogonal 2~ E’ @ E’ dans 2 @ Y, lorsque T 1 V est muni de sa mbtrique naturelle). 
Preuve. Le caractbre gkodksique de %X entraine que l’opkrateur de courbure A conserve 
E’. Or A est symttrique done conserve Cgalement (E’)i. Par conskquent si un champ de 
Jacobi h(t) est g conditions initiales h(0) et h’(0) dans E’ (resp. (E’)‘); alors h(t) E E’ (resp. 
(E’)‘) pour tout t. 0 
On dkmontre sans difficult& l’affirmation suivante. 
AFFIRMATION 2. Soit p: T ‘% + U = support (%), la projection et c1 = P*(du) oti dv est la 
forme volume de V. Soit /3 la forme volume des_fibres de T 1 %, Alors la forme CI A /? dbtermine 
prbcistment la mesure p. 
Considtrons maintenant une base orthonormke Al, . . . , Ak, B1, . . . ,Bzd, de l’ortho- 
gonal d 4 dans T,N telle que: Ai E(E’)’ 0 (E’)’ et Bi E E’ @ E’ (k = codim % et d = 
dim% - 1). 
krivons Ai = (Ui, ai) et Bi = (bi, bi)). Ainsi D4’(Ai) et D$‘(Bi) s’identifient respective- 
ment g Ai = (a,(t), a:(t)) et B,(t) = (b,(t), b:(t)) oti ai et b,(t) sont les champs de Jacobi 
correspondants. Si n est dimension de V alors: 
(i) Si Ci(t) = (C,(t), C:(t)), i = 1, . . . ,n - 1, sont (n - 1) champs extraits des champs prC- 
&dents, alors CI appliquke a (4, C1 (t), . . . , C,_ l(t)) vaut exactement le dktrrninant de Gramm 
des composantes horizontales: ~(4, C,(t), . . . 9 C,- 1 (t)) = Jdet ((ci(Q, cj(t)>)ij. 
(ii) Soient maintenant Ci(t)y i = 1, . . . ,d, d champs extraits des champs considCrts. Si 
l’un des champs est de la forme Ai, alors /?(C,(t), . . . , C,(t)) = 0. La raison est que A,(t) est 
orthogonal g E’ @ E’ et en particulier d 0 0 E’ qui est l’espace tangent des fibres de T ‘%. Si 
tous les Ci(t) sont de la forme Bi(t) alors: /?(C,(t), . . . , C,(t)) = JCdet((cf(0, cJ(t))hjl. (La 
racine du dtterminant des composantes verticales.) 
Fin de la preuvde la proposition. Comme dans 3.2, on voit que chacun des dkterminants 
entrant en jeu s’kcrit comme un polyname en t et exp wt, pour certains w. Done: 
j,(t) = ci A B(A,(t), . . . ,Ak(t), B,(t), . . . ,&d(t))Ed. 0 
3.4. Gknhalisations 
Beaucoup de conditions du Thtorkme H peuvent ttre affaiblies: 
3.4.1. Feuilletages support& par des parties Xk-rect$ables. Dans la preuve du TM- 
or&me H, le fait que % soit dkfini sur un ouvert n’avait aucune importance (sauf pkdagog- 
ique). On peut en effet supposer que U est simplement une partie Zk-rectifiable (pour un 
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certain k). On abandonne dans ce cas la condition de finitude du volume de V, puisqu’ on 
suppose dans la definition de la Sk-rectifiabilitt que U est de mesure de Hausdorff 
k-dimensionnelle finie. 
3.4.2. Completude. Avec les notations de la preuve precedente, il est possible de con- 
struire une mesure CL’ Cquivalente a la mesure finie p sur N (pas seulement N,) et qui soit 
$‘-invariante. L’invariance ici signifie que pour toute partie mesurable F de N on 
a p’(IC/‘(F)) = u’(F) tant que I/’ est dtfini dans F (ou en d’autres termes: (I,V$ - p’)/t + 0 
quand t -+ 0). l’idee est simplement la suivante. Supposons pour simplifier que 9 est de 
dimension 1 et reprenons les notations de 3.2. Pour x E U, notons T + (x) (resp. T - (x)) le 
dernier temps positif (resp. nbgatif) d’existence de $‘(x). On dtfinit alors p” =fp, avec 
f(x) = 1 si l’orbite est complete (i.e. T +(x) = + 03 et T - (x) = - co); 
f(x) = (j,(T ‘(x))))l si T+(x) < + co; et f(x) = (j,(T -(x)))-1 si T+(x) = + co et 
T -(x) > - co. La mesure p” est invariante. On peut la rendre finie en la multipliant par 
une fonction invariante assez petite. La mesure p’ ainsi obtenue sera une mesure finie 
invariante. 
3.4.3. Courbure quelconque. Le Thtoreme H reste vrai pour les varietts localement 
symetriques a courbure quelconque (pas necessairement on-positive). Dans notre raison- 
nement (3.2), il faut considtrer l’algebre %? des fonctions du type exp o t ou w est cette fois un 
complexe quelconque. La propriete 3.2.1 disant qu’une fonction de & tend vers l’infini 
quand t tend vers + co ou - co, nest plus vraie. Cependant la “quasi-ptriodicitt” des 
fonctions du type exp ot, pour w E J-1 R, garantit aux elements de d un comportement 
a l’infini “controlable”. La finitude du volume permet comme dans 3.2 de chasser du 
Jacobien j, toutes les fonctions exp wt, pour w reel. Ce Jacobien est done combinaison de 
fonctions de la forme exp cot, pour w E- R. Une moyennisation fera alors l’affaire, 
comme dans le cas du Theoreme A de [20]. 
3.4.4. Rbgulariti. Comme on l’a remarque avant l’enonct du Theo&me C (Section 2), 
on peut simplement supposer que B est presque partout differentiable. 
3.4.5. Ces quatre dernieres extensions nous donnent: 
TH~OR~ME I. Soit 9 un feuilletage d’une partie Xk-recti$able (par exemple une sous 
variete C’ de volume jini) dune varietb V, localement symttrique. Supposons 9 presque 
partout diflerentiable (par exemple localement Lipschitz) et a feuilles gbodesiques (duns V). 
Alors le jlot geodtsique sur T ‘9 conserve une mesure jinie bquivalente 6 la mesure de 
Lebesgue. 
3.4.6. Feuilletages ombilics “gbneralises”. Le Thtoreme I se gentralise a une classe plus 
large de feuilletages geometriques: les feuilletages ombilics “generalises”, qui se definissent 
comme suit. Soit V une variete riemannienne t P son revttement universel. Supposons 
pour simplifier que V est complete. Soit G le groupe d’isometries de P. Une sous-variete 
F de P sera dite ombilic au sens genbralise si elle est orbite dun sous-groupe connexe H de G: 
p = Hx, pour un certain x. On dira qu’une sous-variett F de V est ombilic si elle est 
projection dans V dune sous-varittt ombilic de p. On dira que F est une courbe ombilic si 
de plus dim F = 1. Les sous-variitb geodesiques et en particulier les geodbiques, des 
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varietb localement symetriques ont ombilics (ce nest pas le cas des varietts localment 
homogbnes generales). 
Construisons maintenant le “flot ombilic” de T/ qui agira sur un certain espace SF’. On le 
definit d’abord pour P, et il passera naturellement h V. Considerons l’espace SP des courbes 
c: R + P, telles que c(s) = g’x, pour un certain x de v et un certain groupe A un parametre 
gs de G. On suppose de plus (pour normaliser) que gs = exp sc(, ou a est un element de norme 
1 de l’algebre de Lie de G, munie dune norme fixe, mais quelconque. On a une evaluation 
e:SP --, P, e(c) = c(0). Elle est a fibre compacte (a cause de notre normalisation), et est en 
general une fibration localement triviale en dehors dun certain lieu singulier. Elle est 
(partout) une fibration localement riviale lorsque f est homogene. Le flot ombilic sur ST7 se 
d&nit maintenant par: $‘(c)(s) = c(s + t). 
Le groupe G agit sur SP. Son action est par definition transitive sur toute orbite de 6. 
On a done au sens de [20] un flot autonome (Voir section 3.6 de [ZO]). Tout passe au 
quotient et on obtient done un flot autonome (W, 4). 
Le Theoreme A de [ZO] sur la conservation du volume qui dit que la restriction de ce flot 
a toute sous-variett C ’ invariante de volume fini, conserve une mesure finie Cquivalente ala 
mesure de Lebesgue, s’applique done bien. 
On a de plus comme prtcedemment la gtneralisation suivante aux sous-ensembles 
invariants definis par des feuilletages ombilics. 
Un feuilletage local 9 de T/ est dit ombilic si toutes ses feuilles sont ombilics. Si 9 est de 
dimension superieur a 1, on le desingularise n SF, qui n’est rien d’autre que les points des 
orbites de 4, dont la projection dans V est (entierement) contenue dans une feuille de 9. 
C’est par definition un sous-ensemble invariant de (ST/, 4). 
En definitif, le resultat “maximal” de conservation du volume qu’on peut demontrer par 
les mtthodes developpees ici est le suivant: 
THI~ORBME I’. Soit F un feuilletage dune partie Xk-rectijable d’une varietb riemannienne 
V. Supposons 9 localement Lipschitz et a feuilles ombilics au sens gbnbralise (duns V). Alors 
(SF, 4) conserve une mesure equivalente a la mesure de Lebesgue. 
Notons cependant, qu’en dehors du cas des varietes localement symetriques, notre 
notion de sous-varittt ombilic ici ne coincide pas avec celle de sous-variett ombilic en 
geomttrie riemannienne. Notre definition ci-dessus est faite de telle facon a en deriver un 
flot autonome comme ci-dessus, et par suite un phbnomene de conservation de volume 
(voir [20]). 
4. NON-ERRANCE 
Soit V une variete localement symttrique et (U, 9) un feuilletage geodesique local de V. 
On suppose pour simplifier que U est connexe. Rappelons (voir egalement 4.6) qu’un point 
est non-errant par un flot, si tout voisinage de ce point contient des points qui y reviennent 
sous l’action du flot. Le flot lui mtme est non errant si tous ces points le sont, i.e. il n’y a pas 
de transversale au flot, qui soit toupee au plus une fois par toute orbite. Le resultat principal 
de cette partie est le suivant: 
TH~OR~ME J. Supposons 9 localement Lipschitz. Supposons les feuilles de 9 completes 
(tel est le cas si V est complete, par definition de feuilletage gtodbsique local) et a courbure 
negative. Supposons que la croissance de V est (strictement) dominbe par celle du revgtement 
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universe1 d’une feuille de F (ce rev&ement universe1 est le mt?me pour toutes les feuilles car 
ZF est gbodksique [9]). Alors 1eJfot ghodbique de 5 est non errant. 
4.1 Idhe de la preuve 
La preuve se divise en deux parties: 
(i) Une estimation de la croissance du volume de certains flots adapt&s d$ (le relevC de 
% dans r). 
(ii) A partir de 1 ce a, une interprktation gkomktrique de la condition de croissance du 
volume. 
Chacune des deux &tapes ’illustre mieux dans un cas particulier. 
4. I. 1. Un cas particulier de la premikre &tape: dim % = 1. I1 est vrai qu’ici les feuilles ne 
sont pas g courbure nkgative. Le rksultat reste ntanmoins vrai. La condition du thCor&me 
est Cvidemment remplie lorsque T/ est de volume fini. On a dtmontrk. a la Section 3 qu’alors 
le flot d&errnint: par % (suppost: orientable!) conserve une mesure finie tquivalente B la 
mesure de Lebesgue. 
Lorsque 1/ n’est pas de volume fini, mais vkrifie une condition de croissance comme au 
thkorkme J, % ne conservera pas nkessairement le volume mais sera “conservatif”. Plus 
prkciskment, par la mCme mkthode de la Section 3, on montre: si lim,, m Vol (B’(x, r))/r = 0 
(pour un point x de V); alors le flot dktermin6 par 9 est conservatif. Cela veut dire que dans 
toute partie mesurable non-nkgligeable, il existe une orbite revenant une infinitk de fois dans 
cette partie. C’est tvidemment plus fort que la non errance (qui en est I’kquivalent 
topologique). 
4.1.2. Un cas particulier de la deuxikme &tape: codim % = 0. Le thkorkme s’knonce dans 
ce cas: si la croissance de T/ est dominCe par celle de P, alors le flot gkodbique de V est 
non-errant. C’est un fait simple qui se dkmontre classiquement comme suit. Supposons le 
contraire, cela veut dire que le domaine de discontinuitk Dr = S” - L,- est non-vide, oti 
I- = x1(V) et L,- est son ensemble limite dans la sphhe $ l’infini S” [2]. 11 est connu que 
I- agit totalement discontinument dans PuDr [a]. Soit z un point de D,- et U un voisinage 
de z dans vuDr, disjoint de tous ses iterks par r. Soit x un point de Un P. 11 existe un c8ne 
C, de sommet x tel que C, c U. 11 est connu que C,nB(x,r) posskde un volume “propor- 
tionnel” g celui de B(x, r): il existe CI tel que Vol (C,nB(x, r)) 2 M Vol B(x, r), pour tout r. 
Notons x’ la projection de x dans I/ et B”(x’, r) la boule de I/, projection de B(x, r). Par 
dtfinition de U, C,nB(x, r) s’injecte dans B”(x’, r). Done Vol B”(x’, r) 2 CI Vol B(x, r). Con- 
tradiction avec l’hypothkse que 1/ croit (strictement) moins vite que v. q 
4.1.3. Plan de la preuve. On va d’abord donner une autre preuve de 4.1.2 (codim % = 0) 
qui s’adaptera au cas g&&al (codim % quelconque). On reviendra par la suite g la 
“premikre Ctape” d’estimation du volume pour voir comment imiter cette preuve du cas 
particulier, codim % = 0. 
4.2. Une preuve (gkomktrique) du thbor2me lorsque codim% = 0 
Pour XE f, notons exp,: T,’ P -+ v, l’application exponentielle n x. Soit v un vecteur 
unitaire en x. Notons C’(v, t, a), le c6ne d’angle CI autour de v et de “longueur” t. 
C’(v,t,a) = {expxu, u~T,V/+z(u,v) <a et llull < t>. 
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Ici 11 11 note la norme dans T,V et +z((u,u) l’angle entre u et u. Notons C(u,t,cr) le “c&e 
tronqu?: C(V, t, &) = C’(v, t + 1, a) - C’(v, t, a). 
Dhjinition. On dira que deux fonctionsf(t) et g(t) sont proportionnelles ’il existe une 
constante c telle que c-‘g(t) <f(t) < cg(t) pour t grand. 
AFFIRMATION 1. Le volume de C(v, t,a) est proportionnel L? celui de B(x, t), 
Preuve. La croissance de P &ant exponentielle, on en deduit que le volume de 
B(x, t + 1) - B(x, t) est proportionnel a celui de B(x, t + 1). 
L’espace symetrique P etant a courbure negative, il est done isotrope c’est-a-dire que 
tous les vecteurs unitaires sont congrus modulo le groupe d’isomttries de P. Les cones 
tronques de m&me “longueur” t et meme angle a ont done tous un mtme volume. On 
recouvre B(x, t + 1) - B(x, t) par un nombre fini (d&pendant de a et dim V) de tels cones 
tronquts. Le volume de chacun d’eux est done proportionnel a Vol B(x, t). n 
AFFIRMATION 2. Pour t grand, il existe y = J+ E x1(V) et y = yte C(u, t, a) tels que 
y’ = y(y)E C(u, t,a) et d(x,y-‘(x)) -+ 00 quand t + 00. 
Preuve. La condition sur la croissance de V entraine d’aprbs l’affirmation 1, que C(u, t, a) 
ne peut s’injecter dans V pour t grand. On en deduit l’existence de y et y appartenant aux 
ensembles consider&. A vrai dire la condition de croissance entraine l’existence de “be- 
aucoup” de tels y et y. On peut ainsi choisir un y tel que d(x, y - ‘(x)) + co puisque n1 (V) est 
discret. 0 
4.2.1. Notations. Notons z = y-‘(x), (t Ctant fix&) et u (resp. u’) le vecteur unitaire 
. zy). Notons enfin u” = y u’. tangent en z a la geodesique orientte xz (resp
AFFIRMATION 3. On a: 
I C(u,u’) - ~bJ,4 
Preuve. On a 3c (yu, y u’) = 3c(u, u’). Or u” = yu’ est le vecteur unitaire tangent en x a xy’ 
(car y(z) = x et y(y) = y’). Maintenant ye C(u, t, ct). Done ;r(u, u”) < a. Done 
I %(yu,u”) - C(yu,u)l < 3:(u”,u) 6 c1. cl 
4.2.2. Calcul d’angles 
AFFIRMATION 4. Les angles ir (xy,xz) et 3: (zx, zy) tendent vers 0 quand t -+ 00 . En 
particulier lim inf +z (yy, u) 3 ‘II - a quand t -+ 00 (c’est-h-dire que lim sup 9: (yu, - V) < CI 
quand t -+ co). 
Preuue. Considerons le triangle A = xyz. 11 est “presque isodle” au sens que ses totes 
sont presque egaux. En effet y E C(u, t, a), done t G 1 xy I < t + 1 oh ) xy I note la longueur de 
xy.Dem~mey=y~‘(y’)~y~‘C(v,t,a),cary’~C(u,t,a).Ory~‘C(~,t,~)=C(y~1u,t,a).On 
ay-‘uET~~,donct~IzyI~t+l.Onendtduitque((yzl-IyxII~l. 
La preuve de l’affirmation sera ache&e quand on aura dtmontre la: 
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Fig. 1. 
PROPOSITION. Soit A = ABC un triangle dans une uaritti complPte simplement connexe 
k courbure infhrieure h une constante nhgative. Supposons que les deux c&h a et b sent 
presyue tgaux, c’est-&dire que 1 u - b 1 < 1. Alars les ungles opposks A et fi tendent vers 
0 lorsque tous les c&s du triangle tendent vers I’injni. 
Preuve. Remarquons d’abord qu’il suffit de demontrer la proposition pour l’espace 
hyperbolique HI”. En etTet le thioreme de comparaison de Toponogov affirme que les angles 
de A sont plus petits que leurs homologues du triangle de memes cot& dans l’espace 
hyperbolique a courbure -c, si -c majore la courbure de notre varieti. 
Le triangle de HR etant inclus dans un 2-plan gtodtsique, on se remene done au cas du 
plan hyperbolique Hz. La preuve dans ce dernier cas est standard. cl 
4.2.3. Interprktation dynnmique (Fig. 1). 
Notations. Notons n: T 1 P --) T ’ V la projection et v’ le vecteur unitaire tangent a xz. 
Notons 4’ (resp. 6’) de flot giodbique sur T 1 V (resp. T 1 r). Soit T = d(x,z), alors 
$‘(v’) = U. Done +r(~(v’)) = $$‘(u’) = X(U) = I. 
D’apres I’affirmation 4: %(rr(u), n(u))) = 4:(v, t”) est proche de ~1. De mQme 
*w(w)), - x(v)) = %(yu, - V) est proche de CI. 
En d’autres termes, &ant don& n(v) E T1 V, il. existe K(U), un vecteur a-proche et un 
temps grand T, tel que $r(rc(v’)) soit LX proche de - a(u), 
I1 y a maintenant plusieurs facons de conclure que (T I V, t$) est non-errant. En voici une: 
Notons les .s-voisinage par 0,. Considirons #‘(O,(n(u)))nO,( - X(V)). C’est un voisinage de 
4T(rr(u’)), done contient un a-voisinage de 4T(n(v’)) pour un certain E < 6. Ce voisinage 
contient done un vecteur w pour lequel il existe un temps grand 7” tel que 
+“(w)E~,( - 4T(rr(v’)) (on applique une deuxitme fois l’affirmation 4). On a done: 
d(@-’ (w), x(v)) d E + d( - 4%(u’), r+))) 
< e + W’(W), - @))) 
6 & + c1 d 2X 
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Or w E ~T(O,(~(u)))nO,( - n(u)). I1 existe done w’ f 0,(x(u)) tel que w = +‘(w’). En rksumt, 
il existe w’, a proche de n(u) tel que d ‘+ ” (w’) ( = c#?w) soit 2wproche de n((u). Le. rCe1 positif 
o! &ant arbitraire, on en dkduit que X(V) est non-errant. 
Le flot gbodksique st done non-errant. 0 
4.3. Croissance du volume. Premibe btape de la preuve dans le cas g&n&al 
Retournons maintenant A la premike &tape de la preuve, permettant de ramener la 
preuve du ThCorkme J A 4.2. 
Soient (0, @) le relkvement de F dans r, x0 E 0, z une petite transversale B @ con- 
tenant x0 et u. E TiO @. 
On prolonge u. de fagon Lipschitz en une section de T l8/~ :x E z + u(x) E TX@, 
avec II = uo. On construit A l’aide de ce prolongement des canes et c6nes tronquks 
comme dans 4.2: C’(u, t, a) = (exp, U/U E T,g, ~((u,u(x)) 6 a et 1 u 1 < t} et de m&me: 
C(u, t,a) = C’(u, t + 1,01) - C’(V, t, a). 
Le rksultat principal de cette partie est le suivant (vrai pour tout feuilIetage locla de 
P m8me s’il n’est pas le relevt: d’un feuilletage d’une variktk vkrifiant la condition de 
croissance). 
4.3.1. PROPOSITION. otons g(t) le volume d’une boule de rayon t dans F et pour une 
section II, notonsf(v, t) Ee oolume de C(v, t,a) (a htantJix$ Alors pour tout vo, on a soit,f(u, t) 
est au moins proportionnel b g(t) pour toute section v prolongeant vo; soit f( - v, t) est au 
moins proportionnel 2~ g(t) pour toute section v prolongeant uo. En d’autres termes, les sections 
v prolongent uo, &rijent toutes, soit, lim f(p, t)/g(t) est positive, soit lim f( - U, t)/g(t) est 
positive. 
Preuve. Considirons le semi-flot radial cent& en z et adaptk A @, not6 G’, dkfini comme 
suit: 
$‘(expX su) = exp,(s + t)~, pour u E T,’ F et x E z, t > 0. 
C’est un semi-flot singulier en z. La restriction de Ic/’ A une feuille pX est le semi-flot radial de 
gX centrb en x. Notons le F’. La croissance de F’, c’est-A-dire, det D,F’ est fonction de d(y, x) 
et t ( y E gX). Notons: h(d(x, y), t) = det D, F ‘. Cela ne dkpend pas de la feuille gX puisqu’elles 
sont toutes isomktriques. 
AFFIRMATION. Soit y E gX on a det D,,t,b’ = h(d(x, y), t) . p(u(x, y), t + d(x, y)) air u(x, y) est 
le vecteur unitaire tangent 2~ la gbodksique xy et p(u, t) est (commefonction de t) un klkment de 
l’ensemble des fonctions A? dkjini dans 3.4.3. 
Preuue. ConsidCrons la gkodtsique c(t) = exp, tu. oti u = u(x,y), Notons T = d(x,y), 
c’estkdire que y = c(T). L’idke de la preuve est que le flot $’ est dans un certain sens, 
“transversalement on-singulier”. Soit en effet Y1 un Ckment de My l’orthogonal A T,.p 
Soit Y1 (t) = D,tc/‘(Y,). Cette kgaliti: n’a de sens A priori que pour tf] - T, a[. Le champ 
de Jacobi Y,(t) est par contre dkfini pour tout t. On dimontre sans difficultk 
Pour t > 0, s > 0 et 2 = c( - s), on a: 
Y,( -T - s + t) = D#(Y,( - s - T)). I*) 
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Soit maintenant Y1, . . . , Yk une base de My et X1, . . . , Xd+ l une base de T#. On a: 
det(D,v) = [[X,(t) A ... A X,,+l(t) A Y,(t)... A YJt)ll 
/[X,(O)... A X,+,(O) A Y,(O) A ... A Y,(O)I)-‘. 
Notons Y”(t) la projection orthogonale de Y,(t) sur J$t(,,). Alors 
IlX,@) A ... A Y,(QII = Ix,(t) A ... A X,+,(t)ll. II Y:(t) A ... A Y:(t)II. 
Par dkfinition on a: 
W(~,Y), t) = Ilx,@) A ... A Xc,+~(t)ll IlX,(O) A ... A &+~P)ll-~. 
11 suffit maintenant de montrer que 1) Y:(t) A ... A Y,“(t) II E&; le reste de l’affirmation 
dtcoulera de la relation (*). 
Transportons tout paralklement dans T,v. Les champs Yi(t) sont solutions d’une 
Cquation Y!’ = AY, oti A est l’opkrateur de courbure. Par le caractkre gkodtsique de 9X, 
A conserve T, g;“; done conserve kgalment J$ puisque A est symttrique. On en dCduit que 
les projections Y”(t) sont Cgalement solutions de l’Cquation considtrke. Par dtfinition de 
l’algkbre -c4, on a 11 Y:(t) A ... A Y:(t)ll~&. 0 
Fin de la preuve de la proposition. Pour alkger l’exposi: supposons que F est 6 courbure 
ntgative. Dans ce cas les Ckments de J&’ auront la forme simple d&rite dans 3.2 et vkrifient 
notamment la propriktk 3.2.1: un ClCment de d, par exemple p(u, t), tend vers l’infini au 
moins quand t tend vers + co ou - co “. Notons: 
D = {UE T ‘g/z tel que p(u, t) est soit constant soit tend vers 1’ co quand t -+ + co}. 
Montrons ti prCsent que si la section v est g valeurs dans D, alors f(v, t) est au moins 
proportionnel g g(t). On a C(v, t + 1, CI) = $‘(C(v, 1, I#). Done: 
Vol (C(v, 1 + 1, CI)) = 
s 
W(x, Y), t). p(u(x, Y), t + dk y))dy. (**) 
CC& I,@) 
Pour c > 0, considbrons D$ = {u E T ‘#--/T.; p(u, t) > c si r > T}. Notons 0; = exp Dk. Pour 
t > T, on a: 
VolC(v,t + 1,a) 2 c 
s 
W(x, Y), My. 
C(v, I,a)nD;: 
Pour T assez grand, C(u, l,a)nDF est de mesure positive dans p. La mesure dy est 
approximativement tgale au produit de la mesure riemannienne de #X0 et une mesure de 
Lebesgue sur z. 11 en rksulte qu’& une constante multiplicative prbs on a 
Vol C(v, t, a) 2 c 
s 
h(d(x, y), t), 
A 
oh A est une partie de gx, de mesure positive. La preuve de notre &nonck s’ach6vera gl’aide 
du fait classique suivant qui peut se dkmontrer directement. 
AFFIRMATION. Soit $X0 un espace symbtrique h courbure nbgative et A une partie bornbe de 
mesure positive. Alors Vol F*(A) est proportionnel au volume de la boule B(x,,, t) (F’ est comme 
prbctdemment un Jot radial). Autrement dit h l’aide des notations prbctdentes: !A h(d(x, y) t) 
est proportionnel h g(t). 
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Retournons A la preuve de la proposition. D’aprbs la relation (*) on 
a Du( - D) = 7’ ‘g/7. Si 9 ttait C ‘, alors p(y t) serait un polynbme en exp lit, dont les 
coefficients ont des fonctions continues en U. 11 s’ensuit que D est fermt: et en particulier 
int(D)uint( - D) est dense dans T ‘g/z. Si v0 appartient $ int(D) ou int( - D), alors il en 
sera de mCme pour toute section Lipschitz u prolongeant vO. Ainsi, d’aprks ce qu’on vient de 
montrer, la proposition est vraie pour un tel vo. Si u. appartient g l’adhkrence de int(D), 
alors tout cane tronqui: C(u, t,a) contient un cBne tronquk C(v’, t,a’), avec a’ petit par 
rapport g ~1 et v’ a valeurs dans int(D). On conclut alors par densiti: de int(D)uint( - D) dans 
T ‘@--/L 
Dans le cas gtnkral, i.e. lorsque 9 est Lipschitz, les coefficients de p(u,t) dCpendent 
mesurablement de u. Le raisonnement ci-dessus peut alors se refaire, en remplacant la 
condition v. E int(D), par la condition, v. est un point de densit de D (au sens de la mesure 
de Lebesgue sur T ‘g/z, par exemple celle provenant d’une trivialisation T’@/z = 
T&&t). n 
4.4. Fin de la preuve du thkorkme 
Maintenant V vkrifie la condition du thtorkme sur la croissance du volume. 
AFFIRMATION. Pour tout v. E T ‘@z/z, et toute section v le prolongeant, on a: Vol(C(v, t, LX)) 
est au moins proportionnel h g(t) (4.3.1 afirme seulement que si cela n’est pas vrai pour v alors 
c’est vrai pour - v). 
Preuve. La discussion prtckdente permet d’associer g tout x dans le support de @-, une 
partie E, de T,‘$ formke de vecteurs v. E Ti#, tels que Vol(C(u, t, cc)) soit au moins 
proportionnel g g(t) pour toute section u prolongeant vo. On obtient ainsi une partie E de 
T’&, vkifiant d’aprb ce qui prC&de la propriCk. Eu- E = T ‘9. De plus E est 7cI(V)- 
invariante et Cgalement invariante par le flot gCodCsique de T ‘g comme on peut le vkrifier 
sans difficult& 
Montrons d’abord que E est dense dans T’@. Raisonnons par l’absurde. Supposons 
qu’un ClCment - v. n’est pas dans E. 11 s’ensuit que v. est dans l’intkrieur de E. 
Revenons alors aux considkrations et notations de la Section 4.3. Le cane tronqui: 
C(uo, tl, t) posdde un volume au moins proportionnel d g(t). Le raisonnement de 4.2 
s’applique parfaitement jusqu’A4.2.2.11 nous fournit, un vecteur u proche de v. (qui est done 
dans E, car v. est un point intkrieur dans E), un r&e1 T et y E nI(V) tel que Y($~(u)) soit 
proche de-v0 (6’ est le flot gkodksique de T ‘3). Or y$‘(u) E E (par xl(V) et #-invariance 
de E). Contradiction avec le fait que - voQE. 
Ainsi, on a montrC que E est dense. Pour finir remarquons qu’en fait E est fermC. En effet 
comme ci-dessus, un cane C(v, t, a) dktermink par un point d’accumulation de E, contient un 
certain c6ne C(v’, t,d) dktermink par un point de E. Done C(U, t,&) vkrifie lui aussi la 
condition de croissance de volume. 0 
Fin de la preuve du thborime. L’affirmation prCcCdente nous donne l’analogue de 
l’affirmation 1 de 4.2. Le reste des dtveloppements de 4.2 s’applique intkgralement pour 
ainsi dtmontrer le ThCorG.me J en toute gtntralit6 0 
Remarque 1. Les conditions du Thtorbme J pour une variCtt hyperbolique V, feuilletke 
trivialement (par une seule feuille), signifient que V est complkte et g coissance dominke par 
celle de l’espace hyperbolique de m&me dimension. Dans ces conditions, Sullivan [14] 
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a demontre (avec des techniques plus profondes qu’ici) qu’alors le flot geodesique st en fait 
conservatif (voir 4.6 pour la definition) et mCme ergodique. 
Remarque 2. On peut se demander si le Theoreme J nest en fait pas vrai pour une 
sous-variete gbodesique, au lieu d’un feuilletage. Ceci se deduit du thtoreme de Ratner 
(mentionne dans l’introduction) lorsque la variete ambiante V est complete et de volume 
fini. C’est m&me pratiquement equivalent a ce theorbme dans ce contexte. En prenant pour 
V un voisinage dun d + l-plan W d+ ’ de l’espace hyperbolique X”, exponentiellement 
mince a l’infini, on voit que le Theorbme J ne s’etend pas au cas des sous-varietb des varietb 
non completes, mais une version faible reste a esptrer. 
4.5. Cas oh les feuilles sont plates 
L’affirmation sur les angles des triangles sera alors Cvidemment fausse. Le theorbme st 
a son tour faux. Considerons en effet I/ = R’ x T”, muni du feuilletage 9, produit de Rk par 
%’ ou 8’ est un feuilletage du tore plat T” par@ + 1)-plans (geodesiques) denses. Les 
feuilles sont isometriques a Rk x [wd+’ done croissent comme rk+d+l. Par contre V croit 
comme rk. Enfin l’ensemble non-errant de % est contenu (aprbs identifications) dans 
T’(V) c T’V. 
Remarquons en contrepartie le fait (amusant) general suivant: “Soit % unfeuilletuge 
d’une varibtb riemannienne V, tel que la mbtrique induite sur toutkfeuille soit plate. Alors 1eJlot 
gkodbique de 9 est chain-rkcurrent!” (voir [13] pour la definition de cette notion de 
recurrence). Pour le voir, il suffit de remarquer que le flot geodesique de 08” (le fibrt unitaire 
tangent de R” etant muni de la metrique naturelle) est chain-rbcurrent ! Cela decoule du fait 
que dans Iw”, il existe des polygones rtguliers a angles aussi petits que l’on veut et a c&es 
grands. 
4.4. Remarque: Relations entre la rkurrence d’un feuilletage et celle de son fret gkodksique 
Comme on l’a remarque dans l’introduction, la recurrence dun feuilletage differe de 
celle de son flot geodtsique. A titre de complement, discutons un peu en generalite cette 
question. 
Soit % un feuilletage (pas necessairement geodbique) dune variete riemannienne V. 
Moyennant une differentiabilite suffisante de %, il est possible de definir un “flot 
geodbsique” (T’%, 4) qui sera appele le flot geodtsique de % [16]. Discutons dans ce qui 
suit quelques notions de recurrence de feuilletages, generalisant les notions classiques de 
recurrence de systemes dynamiques. Soit x E V, considerons l’application exponentielle de 
%X, exp,: TX% +%x. Notons: B’(x, t) = exp,{ue T,%/llull 2 t}. 
LX$nition 1. On dira que x est non-errant si pour tout voisinage U de x et tout t, il existe 
y E U tel que B’(y, t)n U soit non-vide. 
Dejinition 2. On dira que % est non-errant si tous ses points sont non-errants. 
Dejinition 3. Si p est une mesure de V, on dira qu’elle est conservative si pour tout U de 
mesure positive et tout t, il existe ye U tel que B’(y, t)nU # 8. 
FEUILLETAGES GfiODfiSIQUES DES VARIkTfiS 825 
Soit v une mesure tranverse invariante par holonomie. En tensorisant par la mesure 
riemannienne des feuilles, on obtient une mesure p sur r/. Cette mesure sera conservative si 
elle est finie (thkorkme de rkurrence de Poincark). 
Considk-ons maintenant le flot giodtsique (T ‘9, #). On a les faits suivants: 
(i) (T ‘F, #) non-errant (resp. conservatif pour fl) -9 non-errant (resp. conservatif 
pour l’image de p). 
(ii) La rkciproque est fausse comme le montre I’exemple 3.1 qui est en fait un contre 
exemple au Thtor&me .I lorsque V est localement homogkne mais non-localement symkt- 
rique. Le volume de T/ ttait d’ailleurs fini et .F ktait conservatif. 
(iii) On peut tensoriser la mesure transverse vpar les mesures de Liouville sur les fibres 
unitaires tangents aux feuilles pour ainsi obtenir une mesure p’ invariante par (T ‘F, 4). 
Lorsque la mesure p ci-dessus est finie, p’ le sera a son tour. Elle sera par suite conservative. 
Voici un exemple oh p est conservative (mais infinie) alors que p’ ne I’est pas. Soit S une 
variktt: hyperbolique et X l’espace des gkodksiques de f. Le groupe fondamental ni (S) agit 
sur s. On prend V = S x X/z1 (S), feuilletk par S x ( - 1. Remarquons que l’exemple 3.1 
s’obtient de la meme faqon en remplaqant X par la sphkre g l’infini de 5. Ce feuilletage admet 
une mesure transverse invariante: la mesure de Liouville sur X (elle est infinie). Pour cette 
mesure le feuilletage est conservatif et m6me ergodique si S est compacte. Cependant 
l’ensemble non-errant du flot gkodksique de ce feuilletage st maigre. I1 se calcule comme 
celui de I’exemple 3.1. 
5. PREUVES DES TH~ORhlES F et G 
5.1. Preuve de hz proposition de la Section 2.3 (Voir Cgalement [21], Section 10). 
Soit K’ = HnK le sous groupe d’isotropie de x0 dans H. L’orbite Hx, s’identifie done 
g H/K’. Montrons que %’ = Xnp c X (X Ctant l’algkbre de Lie de H) est Ad(K’)- 
invariant. En effet il dkoule de la dkfinition de dkompositions de Cartan que p est 
Ad(K)-invariant et & fortiori Ad(K)-invariant. Maintenant K’ c H, done X est Ad(K’)- 
invariant. Par conskquent Snp est Ad(K’)-invariant. 
On en dkduit que le champ de plans sur H, invariant k gauche, et dCtermin6 par 
W = Xnp, passe en un champ H-invariant sur le quotient H/K’. 
Pour montrer que ce champ d&ermine un feuilletage gCodCsique, il suffit de montrer que 
exp,O(x’) est gkodksique dans v‘, car le champ est H-invariant (ici expxO: TX,,P = p + p est 
l’application exponentielle). Le critkre ciasique permettant de le vkrifier est le suivant [S]: 
Six, Y, ZEW alors le triplet de Lie [X, [Y,Z]]E%‘. Or si X, Y, Zfp alors [X, 
WJllEP( tl c’es e cas trivial de ce critkre). De m8me si X, Y, Z E s alors [X, [Y, Z]] E .% 
puisque &? est une sous-algkbre. Le critke est done bien rempli par s’. cl 
5.2. Preuve du Thkorkme F 
Soient 6 un feuilletage gkodksique analytique de I’ (qui est une variktk localement 
symitrique ti courbure non-positive et de volume fini). Notons 9 son relhvement dans v et 
G le groupe d’isomttries de P. 
PROPOSITION. II existe un sous-groupe connexe H non-trivial conservant @: 
h(gX) = @,+, pour tout x appurtenant 6 P et h E H. 
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Preuue. Considerons N = 7”% c T ‘V. D’apres le Theorbme H, (N, 4) conserve une 
mesure Cquivalente a la mesure de Lebesgue. Appliquant le Theoreme 12.2 de [21] qui 
precise le Theoreme D’ (cite en 2.1) de ce meme article, sur les composantes ergodiques dans 
le cas analytique: 
THEOR~ME [21, 12.21. Soit N une sowvarittb analytique connexe invariante par 1eJlot 
gbodisique d’une varibth localement symbtrique de courbure non-positive. Supposons que la 
restriction du jot ghodhsique h N respecte une mesure jnie bquivalente h la mesure de 
Lebesgue. Alors toute composante connexe de fl est invariante par un sous-groupe connexe 
H non-trivial. 
Dans notre cas, si dim % > 1, alors N est connexe car N = T ‘#-. Lorsque dim % = 1, 
T ‘$ posdde exactement deux composantes connexes (car @ est orientable, puisqu’il est 
defini sur une boule topologique), on prendra N l’une de ces deux composantes. 
Montrons que H respecte 8. Le point est que H respecte les fibres de la projection 
a: T ‘.@ + p. Done si h E H et y = h(x), alors h(Ti #) = T,f @. Ceci entraine puisque 9 est 
gtodesique que: h(%.J = gY. q 
Soit L c G le sous-groupe (ferme) de toutes les isometrics conservant %‘. Notons 9 son 
algbbre de Lie. Elle n’est pas triviale puisque H c L. On a: nl (V) c L. On en dtduit que 
Ad(rc,(V)) conserve 9. La fermeture de Zariski de Ad(rc,(V)) conserve Cgalement 9. Or 
d’apres le theoreme de densite de Borel, 7tl(l/) est Zariski dense dans G [ll]. Done 9 est 
Ad(G)-invariant, c’est-a-dire que la composante neutre L’ est normale dans G. C’est done un 
facteur de G. 
Soit G = Gl x ... x G, la decomposition en G en groupes simples (P est supposee sans 
facteur plat). Alors, quitte a permuter ces facteurs on peut supposer que G = L’ x L”, avec 
L’= Gl x . . . x Gk et L” = Gk+l x “. x G,. A cela correspond une decomposition de 
l’espace symetrique: P = P, x ... x~~en:P=PxP”,avec~‘=Plx~~~xP~etP”= 
&+,x ... x F”. 
11 decoule de la definition de L’ (comme composante neutre de L) et du fait que L est 
fermt que: L = L’ x r, oti l- est un sous-groupe discret de L”. 
Comme nl (V) est contenu dans L, la projection de nl( V) sur L” est sous-groupe discret, 
done un reseau (car la projection d’un reseau est toujours de covolume fini). 11 s’ensuit que 
rcl(l/) intersecte L’ en un reseau. Cela a deux consequences geometriques. D’abord, les 
projections des sous-varietts v’ x {x”} dans V sont fermees, et aussi de volume fini. De plus, 
on a une projection naturelle I/ + Y”, ou I”’ = L”/(zl (if))“, oii (xl(V))” est la projection de 
rcl(l/) dans L” (a indice fini pres cela coincide avec I). 
Observons maintenant que, grace au fait que % est invariant par L’ x I, le feuilletage 
% se projette en un feuilletage geodesique %” de I”‘. Dans le revetement universel, la feuille 
gX,, d’un point x” de P” est la projection de la feuille % (X,,X,,) ou x’ est un point quelconque 
de p. 
Fixons x = (x’,x”) = (x1, . . . ,x,) un point de P et notons pi = T, pi;., p” = TX,, P” et Ki 
le groupe d’isotropie de Xi dans Gi, 11 agit irreductiblement sur pi, puisque Vi est irrtductible. 
AFFIRMATION 1. TX& est somme directe de certains sous-espaces pi, 1 < i < k, et un 
sous-espace de p”. 
Preuve. Ramarquons que T,$ est invariant par K1 x ... x Kk. Cela decoule du fait que 
% est c-invariant. Ensuite, on utilise 1’ 
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AFFIRMATION 2. Soit E c p1 x ... pk X p” un sous-espace Ad(Ki)-invariant pour tout 
1 < i < k. Aiors E est somme directe de certains pi et d’un sous-espace de p”. 
Preuve (standard). Supposons pour simplifier que k = 1. Supposons que E n’est pas 
inclus dans p”. Sa projection dans p1 est done surjective puisque Ad(K1) agit irrkductible- 
ment sur pl. 11 doit exister g E K1 dont l’action sur E admet une valeur propre 1 diffkrent de 
1, car sinon cette action serait triviale dans E et par suite dans p1 et done rkductible. 
Soit (ul, u”) un A-vecteur propre de g. On a Ad(g) ( ul, u”) = (Ad(g)u,, u”). Done u” = 0. 
Ainsi (ul, 0)~ E, c’estkdire que Enp, # 0. Par irrkductibilitt on a: Enp, = pl. Done 
E s’krit sous la forme E = p1 @ E” oti E” c p”. 0 
La dtmonstration du thtokme se termine par rtcurrence. Si 9 est tangent ti P,, alors 
l’affirmation 1 entraine que % est trivial. Sinon % se projette en un feuilletage %” de Y”, de 
dimension non nulle. Par l’hypothbse de rkcurrence, ce feuilletage est gtomktriquement 
trivial, i.e. correspond d un facteur de P”. 11 est facile de voir, vu que @ est scindk comme 
dans l’affirmation 1, qu’il correspond lui aussi 1 un facteur de P. u 
5.3. Preuve du Thi?ortbne G 
Soit 1/ = T” un tore plat ?t n dimensions. On le regarde comme groupe additif (compact). 
Soit L1, . . ,Lk, . . . , la liste de ses sous-groupes compactes (sous-tores). 
Soit (U, 9) un feuilletage gCodCsique local de V avec U connexe. L’adhkrence FX d’une 
feuille %X s’Ccrit pX = x + Li. Le feuilletage % dans (x + Li)n U, est dkfini par des feuilles 
parallbles i %X. Elles ont done toutes la mCme adhkrence x + Li. 11 en rbulte Cgalement que 
(x + Li)nU = x + Li, car c’est un ouvert %-invariant dans x + Li. Son compkmentaire, 
s’il n’est pas vide sera dense. 
Soit Ei = {xe U/pX = x + Li}. Ce qui prkckde montre que le feuilletage Yi dkfini par 
Li r&pond bien aux conditions du thtortime dans Ei, ainsi que dans l’adhkrence Ei par 
continuitt Remarquons que dans Ei, le feuilletage % est invariant par l’action du groupe 
Li. On a U =uEi, il existe done d’aprb le thkorkme de Baire un i tel que l’intkrieur int(Ei) 
soit non vide. Done la restriction de 8 g un ouvert est invariante par Li. 11 s’ensuit lorsque 
% est analytique, qu’il est invariant par Li. Soit L le sous-groupe T” prtservant %. 11 
contient tous les Li tels que int(Ei) soit non-vide. Done dans int(Ei), l’adhtrence gX est 
contenue dans x + L. Comme le rkunion de ces intkieurs est dense dans U, on a: 
F, c x + L, pour tout XE U. Le feuilletage _Y tnoncC au thkorbme est celui dktermink 
par L, i.e. 9, = x + L. 0 
Exemple duns T3 = lR3/Z3. Munissons [w3 de coordonnkes cartksiennes (x,y,z). Sur le 
plan affine z = a, considtrons le feuilletage par droites paralkles de ce plan, de pente O(a) oti 
0: IR + R est une certaine fonction. 
Le feuilletage de Iw3 ainsi construit passe g T3 si 0 est pkriodique. 11 est de m&me classe 
de difftrentiabilitl? que 0. 
11 n’est pas difficile de voir que tout feuilletage gbodtsique local de classe Co, de U3 est 
soit essentiellement (i.e. aprb isomttrie de rW3) de cette forme, soit 9 feuilles parallkles 
denses. 
Les chases diffkrent de U4. Voici un exemple de feuilletage C” de U4 qui n’est pas du type 
dCcrit dans le thCor8me. Considtrons U4 = U3 x S'. Soit gl, . . . , g”, . . . une suite de 
gkodtsiques fermtes disjointes de U3. Pour tout i, considtrons un voisinage tubulaire T’ de 
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gi, T i = zi x gi oti zi est une boule 2-dimensionnelle. 11 est feuilletk par les gkodtsiques 
paralltles A gi, gk = {x> x gi, x E zi. 
Considkrons une fonction 0: T3 + R! telle que 0 soit constante le long de toute 
gkodbique gk et nulle dans U3 - u T i. 
Associons & 0, un feuilletage gkodtsique (global) %* de U4, de dimension un, construit 
comme suit: 
(i) La feuille d’un point s de T3 appartenant d U3 - UT’ est simplement {x} x S’. 
(ii) Tout tore 2-dimensionnel gi x S’ est feuilletk par des droites parallbles faisant un 
angle O(x) avec le facteur S’. 11 est possible de choisir 0 de classe C” et non triviale. On peut 
par exemple construire 8, valant 4 71 sur tout g’. Cela veut dire que les gi sont des feuilles 
de %c. 
Le feuilletage %@ restreint B T i x S’ est invariant par le groupe Li correspondant au tore 
de dimension 2, gi x S’. 11 est facile de voir que pour que %@ soit du type dtcrit dans le 
thkortime, il faut que tous les Li soient identiques. Or cela Cquivaut a dire que les gi soient 
parallkles entre elles. Le Thtorkme G admet done des contre-exemples C”. 
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